
代数几何课程的又一次习题.

1 第三次作业
习题 1.1.设 𝜙 ∶ 𝐾 ⋅ → 𝐿⋅ 为复形同态. 构造如下复形 𝐶 ⋅(𝜙) 为

𝐶 𝑖(𝜙) = 𝐿𝑖 ⊕ 𝐾 𝑖+1,
𝑑 𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖+1) = (𝑑𝑥𝑖 + 𝜙(𝑦𝑖+1), −𝑑𝑦𝑖+1).

证明 𝑑𝑑 = 0, 且有长正合列
⋯ → 𝐻 𝑖(𝐾 ⋅) → 𝐻 𝑖(𝐿⋅) → 𝐻 𝑖(𝐶 ⋅(𝜙)) → 𝐻 𝑖+1(𝐾 ⋅) → ⋯ .

因此 𝐶 ⋅(𝜙) 零调当且仅当 𝜙 为拟同构. 称 𝐶 ⋅(𝜙) 为 𝜙 的映射锥. 证明任意复形上 𝐶 ⋅(id) 零伦.

证明.
𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = (𝑑(𝑑𝑥 + 𝜙(𝑦)) − 𝜙(𝑑𝑦), 𝑑𝑑𝑦) = 0.

而自然的嵌入映射 𝑖∶ 𝐿⋅ → 𝐶 ⋅(𝜙) 和投影映射 𝑝∶ 𝐶 ⋅(𝜙) → 𝐾 ⋅[1] 显然都为复形同态, 且有正合列 0 → 𝐿⋅ 𝑖−→ 𝐶 ⋅(𝜙) 𝑝−→
𝐾 ⋅[1] → 0. 此正合列即诱导出上述长正合列.
对于 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅), 可以构造同伦 𝑠(𝑥𝑖, 𝑦𝑖+1) = (0, 𝑥𝑖). 则

(𝑑𝑠 + 𝑠𝑑)(𝑥, 𝑦) = (𝑥, −𝑑𝑥) + (0, 𝑑𝑥 + 𝑦) = (𝑥, 𝑦).
即 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) 上的恒等映射零伦, 亦即 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) 零伦.

习题 1.2.沿用上一习题的记号. 设有复形正合列

0 −→ 𝐾 ⋅ 𝜙−→ 𝐿⋅ 𝜓−→ 𝑀 ⋅ −→ 0.
定义 𝑓 ∶ 𝐶 ⋅(𝜙) → 𝑀 ⋅ 为 𝑓 (𝑥𝑖.𝑦𝑖+1) = 𝜓(𝑥𝑖). 证明 𝑓 是复形同态并且是拟同构. 进一步还有短正合列

0 → 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) → 𝐶 ⋅(𝜓 ) → 𝑀 ⋅ → 0.
证明.

𝑓 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑑𝑥) + 𝜓𝜙(𝑦) = 𝑑𝜓(𝑥) = 𝑑𝑓 (𝑥, 𝑦).
因此 𝑓 是复形同态. 考虑交换图

⋯ 𝐻 𝑖(𝐾 ⋅) 𝐻 𝑖(𝐿⋅) 𝐻 𝑖(𝑀 ⋅) 𝐻 𝑖+1(𝐾 ⋅) ⋯ .

⋯ 𝐻 𝑖(𝐾 ⋅) 𝐻 𝑖(𝐿⋅) 𝐻 𝑖(𝑀 ⋅) 𝐻 𝑖+1(𝐾 ⋅) ⋯ .
𝑓∗

由五引理, 𝑓 是拟同构.
定义映射 𝑔 ∶ 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) → 𝐶 ⋅(𝜓 ) 为 𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝜓(𝑥), 𝑦), 其显然也是复形同态, 且 𝑓 𝑔 = 0. 由于 𝑓 是拟同构而

𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) 零伦, 显然有短正合列
0 → 𝐶 ⋅(id𝐾 ⋅) → 𝐶 ⋅(𝜓 ) → 𝑀 ⋅ → 0.

习题 1.3.设 𝐴 为交换环. 对任意 𝐴 模 𝑀 , 令函子 Ext𝑖𝐴(𝑀, −) 为 Hom𝐴(𝑀, −) 的导出函子. 对 Spec𝐴 的任意仿
射开集 𝑈 , 令

𝐴𝑈 = Γ(𝑈 , 𝒪Spec𝐴), 𝑀𝑈 = Γ(𝑈 , 𝑀̃), 𝑁𝑈 = Γ(𝑈 , 𝑁̃ ).
设 𝐴 Noether 且 𝑀 有限生成. 证明

Ext𝑖𝐴𝑈 (𝑀𝑈 , 𝑁𝑈 ) ≅ Ext𝑖𝒪𝑈 (𝑀̃ |𝑈 , 𝑁̃ |𝑈 ).

习题 1.4.设 𝑅 是主理想整环.

1. 对任意 𝑅 有限生成模 𝑀 , 任意 𝑅 模 𝑁 , 及任意 𝑖 ≠ 0, 1, 都有

Ext𝑖𝑅(𝑀, 𝑁 ) = 0, Tor𝑅𝑖 (𝑀, 𝑁 ) = 0.
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2. 令 𝐾 ⋅ 为有限阶自由 𝑅 模构成的复形. 证明有短正合列

0 → 𝐻 𝑛(𝐾 ⋅) ⊗𝑅 𝑁 → 𝐻 𝑛(𝐾 ⋅ ⊗𝑅 𝑁) → Tor𝑅1 (𝐻 𝑛+1(𝐾 ⋅), 𝑁 ) → 0,

0 → Ext1𝑅(𝐻−(𝑛−1)(𝐾 ⋅), 𝑁 ) → 𝐻 𝑛(Hom𝑅(𝐾 ⋅, 𝑁 )) → Hom𝑅(𝐻−𝑛(𝐾 ⋅), 𝑁 ) → 0.
证明.

1. 由主理想整环上的有限生成模分类定理, 𝑀 可以表示为两个自由模的商, 即有投射消解 0 → 𝑅𝑚 → 𝑅𝑛 →
𝑀 → 0. 以此消解计算 Ext,Tor 即知其在下标超过 1 时消失.

2. 由于命题关于 𝐾 局部, 不妨设 𝐾 上有界. 取 𝑁 的自由消解 𝑃 ⋅ → 𝑁 . 则二重复形 𝐿⋅⋅ = 𝐾 ⋅ ⊗𝑅 𝑃 ⋅ 满足
Tot(𝐿⋅⋅) → (𝐾 ⋅ ⊗𝑅 𝑁) 拟同构.
取 𝐻𝐼 𝐼𝐻𝐼𝐿⋅⋅ 即得到谱序列 𝐸𝑝𝑞2 = Tor𝑅−𝑝(𝐻 𝑞(𝐾 ⋅), 𝑁 ) ⇒ 𝐻𝑝+𝑞(𝐾 ⋅ ⊗𝑅 𝑁). 由于 𝐻 𝑞(𝐾 ⋅) 有限生成, 由 1 即知此
谱序列在第二项即退化, 于是即有

0 → 𝐻 𝑛(𝐾 ⋅) ⊗𝑅 𝑁 → 𝐻 𝑛(𝐾 ⋅ ⊗𝑅 𝑁) → Tor𝑅1 (𝐻 𝑛+1(𝐾 ⋅), 𝑁 ) → 0.
Ext 的证明完全相同.

习题 1.5.令 𝑋 为概形, ℱ 为有限阶局部自由 𝒪 模, 𝒢 为任意 𝒪 模. 证明有同构

𝐻 𝑖(𝑋 ,ℋℴ𝓂𝒪𝑋
(ℱ , 𝒢 )) ≅ Ext𝑖𝒪𝑋 (ℱ , 𝒢 ).

证明. 我们有谱序列 𝐸𝑝𝑞2 = 𝐻𝑝(𝑋 , ℰ𝓍𝓉𝑞(ℱ , 𝒢 )) ⇒ Ext𝑝+𝑞𝒪𝑋
(ℱ , 𝒢 ). 但是局部上, ℱ ≅ 𝒪𝑘𝑋 , 从而对任意 𝑖 > 0 有

ℰ𝓍𝓉𝑖(ℱ , 𝒢 ) = 0. 因此这个谱序列立刻退化, 且我们有同构

𝐻 𝑖(𝑋 ,ℋℴ𝓂𝒪𝑋
(ℱ , 𝒢 )) ≅ Ext𝑖𝒪𝑋 (ℱ , 𝒢 ).

习题 1.6.证明如下的 de Rham 同构: 令 𝑋 为 (实) 微分流形, 𝐴𝑛(𝑋) 为 𝑋 上的复系数微分 𝑛-形式构成的 ℂ 线
性空间, 也就是 Ω𝑛𝑋 的全局截面. 令 (𝐴⋅(𝑋), 𝑑) 为 𝑋 的 de Rham 复形. 注意 𝐴0(𝑋) 就是光滑函数空间. 令 ℂ 为
𝑋 的常值层. 证明 de Rham 同构: 对任意 𝑘, 𝐻 𝑘(𝑋 , ℂ) ≅ 𝐻 𝑘(𝐴⋅(𝑋), 𝑑).
注. 注意 Ω𝑛 并不松 (除非 𝑋 是单点). 证明他是零调的. 可能 Ω𝑛 不是个好记号, 人们一般用 𝒜 𝑛(𝑋) 表示 𝑛 阶微
分形式层. 这里可以使用单位分解证明其零调.

证明. 我们知道, 事实上有层的长正合列 (Poincaré 引理)

0 → ℂ → Ω0𝑋 → Ω1𝑋 → ⋯ .
这可以通过局部验证来得到. 而 𝐴𝑛(𝑋) = Γ(𝑋 , Ω𝑛𝑋 ). 因此若能证明 Ω𝑛𝑋 对 Γ(𝑋 , −) 零调, 它就是 ℂ 的零调消解, 因
此 𝐴⋅(𝑋) 的上同调自然同构于 𝐻 𝑘(𝑋 , ℂ).
事实上, 任意 𝐶∞(𝑋)-模都是软层, 即对任意闭集 𝑌 , 有 Γ(𝑋 ,ℱ ) → Γ(𝑌 , ℱ ) 满射. 这是因为 Γ(𝑌 , ℱ ) =

lim−−→𝑈⊃𝑌 Γ(𝑈 ,ℱ ). 若 𝑡 ∈ Γ(𝑌 , ℱ ) 有代表元 𝑠 ∈ Γ(𝑈 , ℱ ), 则任取一个在 𝑌 上恒 1 且在 𝑈 外恒 0 的函数 𝑓 , 𝑓 ⋅ 𝑠 即是
𝑡 在全空间上的延拓.
因此 Ω𝑛𝑋 是软的. 而仿紧 Hausdorff 空间上软的层总是零调的, 证毕.

引理. 仿紧 Hausdorff 空间上软的层是零调的.

证明. 首先, 内射层都是软的. 因为内射层是松的, 而松层是软的 (可以先扩张到足够小的开邻域里, 然后使用松
性延拓到全空间).
其次, 设 0 → ℱ ′ → ℱ → ℱ ″ → 0 是层正合列, 且 ℱ ′, ℱ 软, 则对应的整体截面也正合, 且 ℱ ″ 亦软. 证明与

松的情况一致,只不过扩张时只能扩张出找到的邻域里的一部分: 若对 𝑡 ∈ ℱ ″找出其扩张 𝑠1 ∈ ℱ (𝑈1), 𝑠2 ∈ ℱ (𝑈2),
那么可以收缩 𝑈1, 𝑈2 为 𝑉1, 𝑉2 使得 𝑉𝑖 ⊂ 𝑈𝑖, 并得到 𝑡 在 𝑉1 ∪ 𝑉2 上的扩张.
与松的情形一样, 取内射消解即得到结论.
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